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Изучается две т-мерные поверхности в п-мерном проективном пространстве, между точками которых установлено точечное со- 
ответствие. На поверхностях задается сеть линий. Рассматриваются некоторые геометрические образы, связанные с сетью. Рас- 
смотрение всюду имеет локальный характер. Все рассматриваемые в данной работе функции предполагаются аналитическими. 


Многомерная дифференциальная геометрия 
различных многообразий давно привлекает внима- 
ние математиков в связи с различными её прило- 
жениями. В частности, изучаются многомерные 
поверхности и сети линий на них [1, 2]. В середине 
двадцатого века стали изучать пары поверхностей и 
различные соответствия между ними [3]. Данная 
работа принадлежит этому направлению и посвя- 
щена паре /«-мерных поверхностей в «-мерном 
проективном пространстве. 

1. Пусть Д 1 и Д л 2 - две поверхности в проектив- 
ном пространстве Р„ и Я: 5 И *— >5^ — гладкое взаим- 
нооднозначное соответствие между ними. 

Присоединим к рассматриваемой паре /«-по- 
верхностей некоторый проективный репер 
7?={До,Ді,...,Д„} с деривационными формулами 
(ІА гы 1 , А] 0, 1 и структурными уравне- 

ниями 2)©/=©/лю/, причём 0 ) 1 = 0 . 

Проведём следующую частичную канонизацию 
репера: точки А„ и Д=Я(Д,) поместим в соответ- 
ствующие точки поверхностей 8'„ и Д 2 пары; точки 
А ь ...,А т - в касательную /«-плоскость Я Ш =(Д,... Д) 
к /«-поверхности 8' в точке Д, а точки А„_ т ,... ,А„_ Х — 
в касательную /и-плоскость 7, 2 =(Д„_, „,..., ДД к /и-по- 
верхности Д„ 2 в точке Д. 

Точечное соответствие Я индуцирует проектив- 
ное соответствие между связками касательных на- 
правлений, ассоциированных двум соответствую- 
щим точкам Д и Д. 

Выберем репер пары так, чтобы направления 
ДД соответствовали в этом проективитете напра- 
влениям ДД_/. Тогда основные уравнения нашей 
задачи принимают вид 

©о = 0 , ©о = 0 , о =0, (1) 


(О, 


= 0, со. 0 = 0 


ы 


= 0, 


( 2 ) 


...=1,2,...,/и; йДс,...=2,3,...,/я; 
а, /3, ...=/«+ 1 , т+ 2 , ...,и-/и-1). 

Для краткости будем обозначать в дальнейшем 

©,;=©Г'. 

Продолжая уравнения (1,2), получаем 


<=А>А©"=А"Д,©Г=Л1 


СО' 


=лѵ у,со‘ п . к =к- к =лд 


-СО 


<-©;+ 5 '(©:-©;)= д*©\ 

ѵл“ = л;©*, ѴЛ" + + Л”-Д„д = л;©* , 


ѴАГ 


. да . Л п-іп-і \П-І,А 

+ Л^ю а +л^ ©„_, =Л^ 7 Ю , 

к 


ѴЛД ; . =Л“_. д ю 


( 3 ) 


ѴАЦ.+А! ,.©“ +Л.“ ,.©° = Л» ,,.©* 


и-/ ,у а 
я—/ 


п-і,]к 


ѵлдд Л :_,х -лд .©;;' = л;, _,,,©' 

Ѵ4+5!(©“ -©„%)- Д(©“ -©?)- 


- л >:+а:_ м ©г 


= 4 /©'- 


(4) 


Здесь символ V обозначает оператор ковари- 
антного дифференцирования. 

Из уравнений (3) следует, что системы функций 
Л? и АД являются тензорами в смысле Г.Ф. Лапте- 
ва [4, 5]. 

Продолжая уравнения (3, 4), получаем систему 
дифференциальных уравнений последовательности 
фундаментальных объектов: А|, А", АД, Ад, АД, 
Л„_, 7 , Дд, Ад, Ад, А 4 д , А п _/д, А„_;д, А„_,д, Дд/, А Д /, А Д /, . . . 

2. Пусть определены первые и вторые нормали 
поверхностей Д и Д [1 , 3]. которые определяются 
точками 

4, = (Д 1 ,Д 2 ,-..,Д,„) 


Аі-т = (Ді>Д)>Д>Дзі)> Ал = (Дг-лі! Ді-лн-і’ - "’ Ді-і)’ 

соответственно. 

Пусть на поверхности задано одномерное ра- 
спределение А, и дополнительное к нему распреде- 
ление Д т _„ тогда, если фиксированы главные пара- 
метры, вершина Д может перемещаться по прямой 
Д^Д), а вершины А а - в плоскости Д л _і(Д). 

Следовательно, формы ©( и ©‘ являются глав- 
ными 

©Г = Ац©' ,©‘ = А*,.© 1 . (5) 

Продолжая уравнения (5), получаем 

ѴАІ,-5,Ч°= А>', 

ѴА“-5> в °=АХ- 

Следовательно, каждая из систем функций и 
АС образует квазитензор [4] . 
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На прямой Л,(Д)) найдём точку Р=ХА І) +А ] такую, 
чтобы при смещении точки Д, в направлении К тЛ (А) 
смещение точки Ене выходило из (я-/я+1)-плоско- 
сти А,_„,+і = (А,ДД,+іѵХ)- Соотношение 

№ е Ь п- т М) (6) 

выполняется тогда и только тогда, когда 
А©“ + с о “ = 0. 

Так как соотношение (6) должно выполняться 
при © 1= 0, то, используя уравнения (5), получаем 

« + А5> в = 0. (7) 

Поскольку не все формы а>“ одновременно рав- 
ны нулю, то А должно удовлетворять уравнению 

<1еі||л^+А5*|| = 0. (8) 

Будем предполагать, что все корни уравнения 
(8) простые, вещественные. Тогда система уравне- 
ний (7) определяет т-1 линейно независимых од- 
номерных распределений А", принадлежащих ра- 
спределению Л„. Интегральные кривые распреде- 
лений А], А? образуют на поверхности 5' сеть ли- 
ний, которую обозначим Располагая каждую из 
вершин Д репера на соответствующей прямой 
Д°(Д), мы получаем Л'*=0, офЬ. На прямой А,(Т 0 ) мы 
получим т— 1 точку 

р і =КаА + А- 
(по а не суммировать) 

3. Точка Р{ {ІФ]) называется псевдофокусом [7] 
прямой ДД, если при смещении точки Д в напра- 
влении Д,Д касательная к линии, описываемой 
точкой Р{ принадлежит гиперплоскости 

/4,-(ДД,..д д ( .,...д...д,). 

Пусть точка 

Р/=х/А д + А і (іфЛ 

является псевдофокусом прямой ДД. Тогда из 

(гіР/,Р п -і) | а і=«, 2 =- • -«А 1 Ѵ +1 =- • •= м »=о = 0 

получаем 

[х/© 2 +© 2 ,© 1 ,© 2 ,...,ю 2_1 ,© 2+1 ,...,© т ] = 0. 

Отсюда 

х/=- А4 (ІФ), по у не суммировать) 
и 

І7=-Л4Д,+Д (по у не суммировать). (9) 

Из формулы (9) следует, что точка Р“ является 
псевдофокусом прямой ДД, соответствующим на- 
правлению Л“(Д). Точки 

Р ! = — ^ — Л 2 Д + Д (по у суммировать) 

называются гармоническими полюсами точки Д 
относительно псевдофокусов прямой ДД. 

Если Л4=0 (по у суммировать), то вершины Д 
репера помещены в гармонические полюса прямых 

ДД- 


В силу заданного проективитета Я между пара- 
ми поверхностей Д и Д\ на поверхности Д имеют 
место аналогичные построения, которые здесь 
приводить не будем. 

4. Обозначим через Ь 1т+1 (2гя+1)-мерную пло- 
скость, натянутую на касательные гя-плоскости об- 
еих поверхностей пары. Заметим, что Ь 1тН является 
касательным (2яг+1)-мерным подпространством 
гя-параметрического многообразия, элементом ко- 
торого является прямая ДД, т.е. содержит прямую 
ДД и всю ее первую дифференциальную окрест- 
ность. Пересечение оснащающих плоскостей каж- 
дой из поверхностей пары обозначим Д„_ 2т _ 2 . Эта 
плоскость является оснащающей плоскостью пары 
гя-поверхностей. Оснащающие плоскости поверх- 
ностей Д и Д 2 могут быть заданы соответственно 
уравнениями 

х°-А“х' 1 =0;х'-А'х г ‘ = 0; (10) 

х п - Г х и - = 0, х /з - А! 3 *' 2 = 0, (11) 

'2 '2 

а нормали первого рода поверхностей Д и Д могут 
быть определены как 

х‘ -Аіх' 1 = 0; (12) 


х' 3 -А4х' 2 = 0. 


(13) 


(/ 1 Д,...=/я+1,...,я; / 2 у 2 ,...=0,1,2,...,л-м-1; 

/ 3) / 3 ,...=л-/я,...,я-1). 

Здесь объекты оснащения (А), А;-) {(А",А| 3 )} охва- 
тываются фундаментальным геометрическим 
объектом пары иг-поверхностей и удовлетворяют 
следующим дифференциальным уравнениям: 

ѴА/ +А/Ѵ, 


ѴЯ^=-©^+А^ + ,© 2 


ѵа" = -ах-©4-а,х + а; +/ оё 
V А° = -А > 0 ° - А/ю® - ©* + А ®/» 2 . 

'1 'I й ‘і 1 '1 ‘іУ 


Компоненты А) (А' 3 ) объекта оснащения образу- 
ют самостоятельный подобъект, который опреде- 
ляет поле инвариантных (л-иг)-мерных плоско- 
стей, являющихся полем нормалей первого рода 
поверхности Д(Д). 

Из ( 10) — (13) следует, что (п—2т—2 ) -плоскость 
Ь п _ 1т _ 2 задается уравнениями (12), (13), а 

(л-2яг)-плоскость Ь„_ 2т , инвариантно присоединен- 
ная к паре и имеющая с (2иг+1)-плоскостью Ь 1тН об- 
щие точки Д и Д, задается уравнениями (10), (11). 

5. К поверхностям пары могут быть присоеди- 
нены поля гиперквадрик, имеющих с поверхностя- 
ми Д и А, 2 соприкосновение второго порядка 


а .х‘х і - 2 Ь. хѴ 1 + 2 Ь. с‘.'х‘х‘' + Ъ с\ х к х к ' = 0; ( 14) 

У 'і н I ‘і 


а. . х' 3 х 23 -2 Ь х"х' 2 +2 Ь с' 2 . х' 3 х 22 

'ЗАЗ '2 '2 'ЗУ 2 

+6. с' 2 х кі х кі = 0, 

1 2 Уі К 2 


(15) 
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где 


ь, =4+ша,°-лля;я/, 

Ч Ч‘ Ч У Яі Ч 

ь, я;; -ни/," лдяі'яд, 

*і Ѵз *і *зУз Л *і 


а ѵ =Ь.А), 


а , , = Ь А' 1 . 

НН ‘1 '3-/3 


Если считать, что 


с* = Л У ‘Д/ -5/‘Я° 

и і У Ч Ч 1 


4 =*ЪКЧ-< 8 №А’ 


с 1=ЧА~ 5 А 


то из (14), (15) получаем единственные соприка- 
сающиеся гиперквадрики поверхностей 5^ и 5Д со- 
ответственно. 

Эти гиперквадрики обладают следующим свой- 
ством: поляра первой (второй) нормали поверхно- 
сти ад 2 ) относительно гиперквадрики (14), (15) 
проходит через вторую (первую) нормаль поверх- 
ности 5 И ‘(5 И 2 ). 

Следовательно, между нормалями поверхности 
ДДД 2 ) гиперквадрика (14), (15) устанавливает ква- 
зиполярное соответствие [8, 9]. 

В /я-плоскостях Я„] и Я, 2 тензоры (Ц,а^ и квази- 
тензоры Я", Я" определяют соответственно квадрики 

Ц + я,°я; )хѴ - 2Я°х'х 0 + (х° ) 2 = 0, х' 2 = 0; (16) 


и 

(а. . + ГГ )х‘ 3 х із - 2Гх‘ 3 х" + (х л ) 2 = 0, х' 2 = 0.(17) 

Полярой точки А 0 (А„) относительно квадрики 
(27), (28) является вторая нормаль от-поверхности 

з,т. 

6. Точка Т=х'(Д+Я“Д), принадлежащая второй 
нормали ЯД, т-поверхностиД], вдоль 1-семейства 

со‘=ГѲ, ОѲ=ѲЛѲ, 

сП 1 - г‘а>° + Ѵ(о\ = 1\в>’ ( 1 8) 

описывает линию с касательной ТХ( 1 ). Линейное 
пространство, натянутое на ЯД Ш и ТХ({), пересека- 
ется с ЯД И в точке У. Вдоль (18) точка У описывает 
линию с касательной ТУ(Г). Линейное простран- 
ство, натянутое на ЯД И и ТУ(1), пересекается с ЯД, в 
точке 2=^(А І +А.-А 0 ), где 

д={5/(я;-я;я>л^я;)+ 

+ КК- А АА р х к - (19) 

Соотношение (19) определяет проективное 
преобразование (т-1) -плоскости ЯД, в себя, кото- 
рое определяется матрицей П/, где 

п / = {ад° -я,%° +л; 2 я*я,°)+ 

АЧ Р ~КЧАА- 

Это преобразование будет преобразованием IV, 
если П'=0. 


Таким образом, в (м-І)-плоскости ЯД, мы по- 
лучаем квадрику, каждой точке которой соответ- 
ствует преобразование \Ѵ (т-І)-плоскости ЯД, в 
себя [10]. Эту квадрику можно задать уравнениями 

{Ч-ЧЧ+ЧЧЧ+ 


I кг 

Чл\ К 1 г > 
х° - Гх‘ = 0. 


+А' 2 (Я^-Л^ЯО}хѴ = 0, 


х' 2 = 0, х°-Я.°х' = 0. (20) 

Квадрике (20) в т-плоскости Ц„ соответствует 

{Я» - я,°я; + А^Х* + ЛЯ (Яу - лад )}хѴ = 0, 
х' 2 = 0. 


Аналогичный конус получаем в /я-плоскости Я 2 . 

7. Пусть дана точка Х=х' 1 (Д +Я"Л 0 +Я-Д), принад- 
лежащая оснащающей плоскости Я‘ , /я-поверх- 
ности АД Пространство, натянутое на Я ‘ ш , и ЯД/), 
пересекается с ЯД в точке 

7 = (Ср^(О)П я:„ = /Д + /(Д + Я“Д, ). 


Тогда 

ЯГ*=(ЯДЯ7(/))ПЯД т _ 1 


х*Чд, + Я,.Ч + Я'Д), 


где 


х^=лия“5;+яд -ладуѴх* 


( 21 ) 


Следовательно, мы получаем преобразование 
(21) (я-/я-1)-плоскости ЯД„,_, в себя, которое явля- 
ется преобразованием И 7 , если 


КШ+Ч 


ладдѵ=о. 


Таким образом, мы получаем в т-плоскости Ц п 
конус 


лда+я'* -лад)хѵ = о, х' 1 = о, 


образующим которого соответствуют 1 -семейства 
(18), дающие преобразования \Ѵ (я-от-1) -плоско- 
сти Я 2 , в себя. 

Аналогично в пт-плоскости Я 2 , получаем конус 


КЧЧЧ+Чх -КАА** 3 = °. = д 


образующим которого соответствуют преобразова- 
ния 1Ё(й-т-1)-плоскости ЯД И _, в себя. 

8. Рассмотрим точку ЯГ=х°Д+х' 1 (Д +Я“ і Д+Я; і Д), 
принадлежащую (л-т-І)-плоскости ЯД И . Имеем 
вдоль ( 1 8) 

Я = (ЯД И ,ЯЯГ(/))ПЯ^ = У(Д + Я“Л), 


где 


у = хѴ + хчя»5; + я,; ; .-лад)Д. 

Найдем 

Л*=(ЯД„ЯЛ(/))ПЯД т = 

= х* 0 Д, + х*ЧД 1 + Я“Л 0 + Я'Д), 


где 
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х*° = (А“ - А" А" -Л^А" +Л^А*А °УѴх° + 

+(КК +4 Дд я/ а; )(А» -Д.^ -Л^ДОѴхД (22) 

X*'- = лугу + 4(^5’ + х. к - а;, ДД . 


Следовательно, (22) определяет проективное 
преобразование (л-м)-плоскости Ѵ„_ т в себя, кото- 
рое будет преобразованием IV, если 


{А» -А°А° + А}ХК + ЛД (А* -Л^Й)) ( Ѵ =0. 


Таким образом, мы получаем в /я-плоскости Ц, 

{А» - а“а“ +444 + А| (4 -ЛХА*)}хѴ = о, 

х' 1 = 0, 


образующим которого соответствуют 1 -семейства 
(18), дающие преобразования \Ѵ (п—т ) -плоскости 
Ь'„_ т в себя. Аналогично получается преобразование 
(и-м)-плоскости Ь\_ т в себя и соответствующий 
конус в /и-плоскости Ц т образующим которого со- 
ответствуют преобразования ]Ѵ (п-т ) -плоскости 
Ь]_ т в себя. 

9. Возьмем точку Х=х%+х'(ДТА 0 Д | ), принадле- 
жащую касательной /я-плоскости к /и-поверхности 
5 И *. Имеем вдоль (18) 

У = = у\\ + К А + А/Д), 


где 


у‘‘ =А|хѴ, 


тогда 


х* = (і' п _ т ,тг(г))ПГ т = х*Ч + х*чд + КА), 

где 

х*°={4-44-4А' у + 

+Л^(44А/-44)}Л4ГУ, (23) 

У ; =ЛІВД + 4-Л^4А'ДѴхД 

Следовательно, (23) определяет проективное 
преобразование /и-плоскости П т в себя, которое яв- 
ляется преобразованием \Ѵ, если 

и мы получаем в /и-плоскости Ь' т конус 

Л|(44 +Кр ~ А ІЧК )х'х у = о, 

х' 1 = 0, 

образующим которого соответствуют 1-семейства, 
дающие преобразования ]Ѵ /и-плоскости Ц„ в себя. 
Аналогичное преобразование получается в П т . 

Теорема. Если преобразование (19), (22) являет- 
ся преобразованием \Ѵ плоскости СД,(С‘_ т ) в себя, 
то и преобразование (22), (19) является преобразо- 
ванием Ж плоскости и„_ т (Ц^ і) в себя. 

Если преобразование (21) является преобразо- 
ванием ]Ѵ плоскости Ц і в себя, то преобразова- 
ние (23) является преобразованием Жплоскости П т 
в себя и наоборот, если преобразование (23) явля- 
ется преобразованием \Ѵ плоскости П т в себя, то 
(21) является преобразованием \Ѵ плоскости П„_ т _ 
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